Série S

France métropolitaine 21 juin 2011 : Corrigé

Exercice 1
Partie A

D
a) p(V)=002  p,(T)=099 py(T)=097

_003 T
V<

0,97
b) p(VAT)=pV)X p, (T)=0,02.099 =0,0198

2) P(M= p(VAT)+ p(V NT) d’apres la loi des probabilités totales
=0,0198 + 0,98 . 0,03 = 0,0492

3)
a) p,(V)= p(VAT) 00198 0,4024 = 40%
p(T) 0,0492
by p,7)=LLOD OIXOIT_ 90
p(T) 1-0,0492
Partie B

1) 1 s’agit d’une épreuve a deux issues : Succes = V et Echec = V . On répete cette épreuve 10 fois de facon
indépendante. X compte le nombre de succes, donc X suit une loi binomiale de parametres
n=10etp=p(V)=0,02

2) p(X 21)=1-p(X=0) =1-(0,98)"" = 0,1829

Exercice 2

oz, = 1+*/_(1—1)

2) La médlatrlce de [AD]
3) Le cercle de diametre [CD] privé de C
4) Lademi droite ][BD) d’origine B, passant par D, privée de B.
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Exercice 3

f(x) =x"e™
Partie A
1y

a) fi(x)=xe™
lim—x=+coet lime' =+oo donc lim e =+o0 donc lim f,(x) = —oo
x—>—00 t—>+oo X—>—o00 x——o00

X

_ X . e .X )
fi(x)=xe™ =— or lim — =+co donc lim — =0 etdonc lim f;(x)=0
e” Xteo y x40 o X—>+00

b) i’ X)=e*—xe*=(1-x)e”"
e >0 donc f;” (x) est du signe de (1-x)
doncsix<1l, 1-x>0 doncf;” (x)>0
etsix>1, 1-x<0 doncf;” (x)<0

X -00 1 +00
'(x) + 0 :
1
e
f1
-00 o

c) D’apres le tableau de variations de f;, on voit que Cy ne peut pas étre C;. Donc k # 1 ork =1
Donc k> 1 et donc k =2

2)
a) Soient n et p deux entiers naturels non nuls tels que n > p
Fix) =£,(x) équivaut a x"e*=xPe™
soit x'e*-xPe™*=0
soit e x?P-1)=0 or e*>0
soit XX xX"™P-1)=0 dout x=0 ou x"?P-1=0
soit x=0 ou x"P=1
soit x=0 oux=1

Donc toutes les courbes C, ont deux points communs :

Quandx=0 y=£,(0)=0
Quandx=1 y=f(I)=¢"

b) fux)=x"e™ donc f," (x)=nx""e*—x"e*=x"" (n-x)e*

3) ilx)=x"e et i xX)=x"(B3-x)e™

x*>0 et e* >0 donc f;'(x) estdusigne de 3 —x

Donc quand x<3 f,'(x)>0 et f,(x) estcroissante

Etquandx = 3 f,'(x)<0 et f;(x) estdécroissante

f; estcroissante jusqu’a x = 3 puis décroissante ensuite donc f, admet un maximum en x = 3.
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4)
a) To:y=f'O=-D+fQ0) or fi'H=1""k=-De” =(k-De™ et fi()=1¢"=¢"
Donc T, : y=(k —De'(x—D+e' =((k—Dx—k+1+De”' =((k—Dx—k+2)e”"
T, coupe I’axe des abscisses quand y = 0 donc quand (k- 1) x —k +2 =0 puisque e #0
g
k-1

Donc quand x =

, k=2
Donc T, coupe I’axe des abscisses en P ;0

4
b) On sait que 7, coupe I’axe des abscisses en A (g;()j donc k—2=4 et k—1=5 donc k=6

Partie B

1, =] f,(0dx

[
1 I, = L xe “dx enprenantw’(x)=e “ etv(x)=x ona u(x)=-e * etv’(x) = 1. Donc par intégration par

parties
1 a 1 2
I, = [—xe_x] —j —edx = —e +O—[e_x] =—e¢'—e'+e"=1-2¢"=1-=
0 7o 0 e
2)
1
ay I, = .[o f.(x)dx avec f (x)=0 sur[0;1] donc I, représente Iaire, en unités d’aire, du domaine

délimité par C,, I’axe des abscisses et la verticale x = 1.
On voit graphiquement que plus n augmente, plus cette aire diminue, donc /, semble étre décroissante.

b) L1, = | fa@dx=[ f,(dx = [ (£, 01,0k = [ (e —x"e™ Jix

1
= .Lx”(x—l)e_xdx or X€ [0;1] donc x" >0 et x—1<0 comme e >0

1
Ona x"(x—1)e™* <0 sur [0;1] donc .Lx”(x—l)efxdx <0 etdonc 7,,,-1,<0

Donc (1,) est décroissante.

¢) Onavuque f,(x)2>0 sur[0;1] donc I, 20. Donc (1, ) est décroissante et minorée par 0, donc (/)

converge.
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d) O0<x<ldonce' <e <1 donc x"e' <x"e ™ <x" puisque x" >0

1 1 1
Donc IO x"e'dx < IO x"e"dx < IO x"dx

n+l n+l
Donc e al ! <I < a !
n+110 n+110

Donc e_l( ! —OjSInS( ! —OJ
n+1 n+1

-1

<I, <
n+l1 n+1
-1

Donc

=0 donc d’apres le théoreme des gendarmes : lim /, =

n—-oo

Or lim =0 et lim
nte g+ n—te g +1

Exercice 4 (Enseignement Obligatoire)

Partie A

—_— -

1) H projeté orthogonal de M, sur P donc : M jH est normal a P. Donc M ,H et n sont colinéaires donc
=M H x+a®> +b* +¢’

2) MH ‘n= a(x, —x,)+b(y, —y,)+c(zy —z,) = ax, +by, +cz, —ax, —by, —cz,

MH -n

MOH-;= *M,H X n| donc

OrHestsurPdonc ax, +by, +cz, +d =0 etdonc ax, +by, +cz,=-d

= |ax0 +by, +cz, + d|

Donc M H ‘n= —ax, —by, —cz,—d etdonc ‘MOH-n

3) D’apres les deux expressions du 1) et du2): M H X~ a® +b> +¢* = |ax0 +by, +cz, +d|

B |ax0 + by, + ¢z, +d|

Donc M H =
Na’+b’ +c°

Partie B

1)
a) AB (-7:1:5) et AC (3:2:1)

iy

AB et AC ne sont pas colinéaires, puisque leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles, donc A, B et C

ne sont pas alignés, donc ils définissent bien un plan P.

Soit 71 (1:2;-1) n-AB= IX(=T)+2x1+(=1)x(=5) =-7 +2+5=0 donc 7 orthogonal 2 AB
;~R= IX(-3)+2%x2+(-1)x1 =-34+4-1=0 donc n orthogonal a A_C:

Donc ;; est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan P, donc ;; est normal au plan P.

DoncP:x+2y-z+d=0 or A€ P donc x, +2y,—2z,+d =0 donc 4+2-5+d=0
Doncd=-1 et P: x+2y-z-1=0
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b)

2)
a)

b)

9)

3)

b)

F7+2x0-4-1 |-12] 12 1246
= =—F7==———= 2\/6
JP+22 (1) N6 N6 6

d(F;P)=

A est perpendiculaire a P donc ; (1;2;-1), normal a P, est directeur de A .
x=-7+t

Donc A : < y=2t ¢,avec tréel
z7=4—t¢

H=ANP doncenposantH(x;y;z),ona x+2y-z-1=0

Donc -7+t+2R2t)-(4-t)-1=0

Donc -7+t+4t—-4+t-1=0

Donc 6t—12=0 et t=2
DoncH(-5;4;2)

FH= [(-5+7)> +(4—0)’ +(2-4)> = 2> +4> +2> = J4+ 16+ 4= 24= 26
Donc on retrouve bien : d (F ; P) = 2\/8

FB = (-7+3)> +(0-2)" +(4—0)° = V4> +2* +47 = 36 =6

Donc B est bien sur la sphere S

Le centre du cercle C, intersection de la sphere S et du plan P, est le projeté orthogonal de F sur P.
C’est donc H

HBEF est un triangle rectangle en H. Donc d’apres le théoreme de Pythagore :

FB*> =FH? + HB*> donc 6°=d*(F;P)+r> donc 7’2:36—(2\/6)2 donc r*=36-24=12
Donc r=\/§=2\/§

Donc le cercle C, intersection de la sphere S et du plan P, est de centre H (-5 ; 4 ; 2) et de rayon r = 2\/5

Exercice 4 (Enseignement de spécialité)

Partie A

Y

2)

a et b sont premiers entre eux donc d’apres le théoreme de Bézout, il existe u et v entiers tels que :
au+bv=1 donc bv=1-au

adivisebc donc il existe k entier telque bc =k a

donc bcv=kav etdonc (l1-au)c=kav

donc c—-auc=kav donc c=auc+akv=a(uc+kv)

Donc a divise ¢

a= 0[ p] donc il existe un entier utel que a=u p

as 0[q] donc q divise a donc q divise up
Comme p et q sont premiers entre eux, q divise u (d’apres le théoreme de Gauss)
Donc il existe v entier tel que u=q v

Donca=vqp donc a= O[QP]
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Partie B

n= 9[17] et n= 3[5]

1
: a) 17 et5 sont premiers entre eux donc d’apres le théoreme de Bézout, il existe deux entiers u et v tels que :
17u+5v=1
b) ny,=3x17Tu+9%x5v or 5v=1-17u
Donc n, =3x17u+9(1-17u) =9— 6 x 17u donc n, =9[17]
ny,=3x17u+9x5v or 17u=1-5v
Donc n, =3xX(1-5v)+9x5v =3+6Xx5v donc n, = 35]
Donc n, appartient a S
¢) Exemple : prenonsu=3 et v=-10 onabien 17x3+5x(-10) =1
Dans ce cas : n, =3X17x3+9x5x(-10)=-297
2)

a) n=9[17] et n=3[5] comme n, =9[17] et n, =35]
Ona n-—n, 50[17] et n—n, EO[S]
Comme 17 et 5 sont premiers entre eux, d’apres la partie A 2), ona n—n, = 0[85]

b) Sinappartienta S, n—n, = 0[85] donc il existe un entier p tel que n —ny =85 p

Donc n=ny+85p=-297+85p=-4xX85+43+85p=43+85(p—4)
Soiten posantk=p—-4 n=43+85k

Réciproquement :

Sin=43+85k

o n=2x17+9+5x17k=9+17x(2+5k) donc n=9[17]
e n=8x5+3+17x5k=3+5x(8+17k) donc n=3[5]

Donc n appartient a S
Donc n appartient a S si et seulement sin =43 + 85k

3) Soit n le nombre de jetons de Zoé.

n= 9[17] et n= 3[5] donc n appartienta S donc n=43+85k
Or 300<n<400 donc 300<43+85k <400 donc 257 <85k <357
Donc 3,02<k<4,2 donc k=4

Donc n =43 + 85x4 =383
Donc Zoé a 383 jetons.
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