Série S

France métropolitaine 22 juin 2010 : Corrigé

Exercice 1

Partie A
(E):y+y=¢"

1) ux)=xe*donc U'(x)=e*—xe™*
donc u'(x) + u(x) =€*—x e+ xe*=e™ donc u est solution de (E)
2) (E):y+y=0 donc y'= -y donc y(xke™
3) v solution de (E) V+v=e™ or U+u=¢"
V+v=Uu+u
V-u+v-u=0
(v—-uy+(v-u=0
(v —u) est solution de (E")

LUyl

Réciproguement :
(v — u) est solution de (E’) (v=u)y+(v-u)=0

V+v—-Uu-u=0

u

V+v=u+u or Uu+u=¢

= V' +v=e> donc v est solution de (E)

4) vestsolutionde (E) -« (v —u) est solution de (E")
o (v-u) (x) =ke*
o v(x)—xe*=ke™
o v(x) =x e~ +ke™

= v(X) = (x + k) e~

5) g est solution de (E) donc g(x) = (x + K)‘e
Comme g(0)=2 ona (0+k®=2 etdonck=2
Donc g(x) = (x + 2) &

Partie B
fu(x) = (x +k) €™ surR

1) Etudions les variations def
fi X)=e*=(x+ke*=(1-k-x)€&"
e >0 donc f(x) est du signe de (1 -k —Xx)
Doncsix<1-k alorgf(x) >0 et { estcroissante
Et six<l-k alorgf(x) <0 et f estdécroissante
Donc f admetun maximumenx=1-k

2) M(1-k;f(1-Kk) or f1-K =(1-k+k)e!t =gk
Donc M (1 —k; e®~%) et donc M est bien suf
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3)

a)

b)

4)

Ck

La dérivée de ( &) est — e qui est toujours négative doft est la courbe de la fonction toujours
décroissante.
e®=1doncI" coupe I'axe des ordonnées eny = 1, ce qui pedmgraduer 'axe des ordonnées. On en
déduit que Ccoupe I'axe des ordonnées eny =2 donc (0e’k) 2 et donc k = 2.
Comme k = 2, Creprésente la fonction g de la partie A et g(X) donne (x+2)&=0
Donc, comme €#0,x+2 =0 etdonc x =- 2. Dong upe I'axe des abscisses en x =-2 ce qui germe
de graduer I'axe des abscisses.
Posons ux)=x+2 uUux=1

Vi(x)=e™ v(x) =-e*

donc Lz(x +2)edx [— (x+ 2)e‘x](2) - Ioz— edx = -4e? +2- [e‘x]§

=-4e?+2-e?+1=3-5"7=2,323a1C prés
C’est l'aire, en unités d’aire, du domaine délinpt¥ : G, I'axe des abscisses, I'axe des ordonnées et la
verticale x = 2.

Exercice 2

1)

Soient (y) et (w) deux suites adjacentes telles qug $oit croissante et (vdécroissante.
Comme (4) est croissante, pour tout i, B U

Comme (V) est croissante, pour tout ), ¥ Vo

La propriété 1nous donne : pour tout v u,
Donc y<u,<Vvh<V

Donc (w) est croissante et majorée pardonc (i) converge

Et (v) est décroissante et minorée padonc (y) converge

Posons:limu, =l et limv, =1' comme limv,-u, =0 ona:I'-1=0 etdoncl= I
n- +oo n- +oo n- +o

Et donc on a bien lim u, = lim v,

n - +oo n - +oo
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2)
a) lim-n=-w et lim10° =0 donc lim10™ =0

n - +oo X 5 -0 n- +oo

Donc () et () convergent toutes les deux vers 1
Va—h=1+10"-1+10"=2x10" or lim10™" =0 donc limv,-u, =0

n— +oo n- +oo
Upi—Wh=1-10""-1+10"=10"-10""=10""(10-1)=9x 10" > 0
Donc () est croissante
Vpi—Ve=1+10"'-1-10"=10""-10"=10""(1-10)=-9%x 10" < 0
Donc (v) est décroissante
Donc (u) et () sont deux suites adjacentes.

b) limn+l=+40 et XIim In(X) =+ donc lim u, =+
n - +oo — +oo n - +oo
.1 .
lim==0 donc limv, =+
n— +oco n n- +oo
Donc () et (w) ont la méme limite, mais comme elles divergelfesene peuvent étre adjacentes.
.1 .
c) lim==0 donc limu,=1

na+oon n- 4o

D"

n

-1<(-1)"<1 commen>0-=< <

S|
Sk

Or lim 1 =0 et lim 1 =0 donc par application du théoréme des gendarmes,

n- +oo n N - +oo n

jim C2 =0 donc 1im v, =1

n - +oo n n- +oo

Donc () et (w) ont la méme limite.

V1=1+_T1=0; v2=1+%=g; v3=1+_?1:§ onadoncy, SV, etv, =V,

Donc la suite (y) n'est pas monotone et donc les suitgs€ti(\) ne peuvent étre adjacentes.

3) a>0 u, :1—1 et v, :In(a+1j
n n

lim 1:0 donc limu, =1

nﬂ+oon n- +oo

: 1 :
lima+==a donc limyv, =In(a)

n - +oo n n- 4o

Pour que (1) et () puissent étre adjacentes il faut donc que In(h)et donc que a =€
On a vu au 2) ¢) que {uétait croissante.

1
e+——
vnzln(e+ij donc vnﬂ—vn=|n(e+ilj_|n(e+1j=|n n+l :In( n(n+2e+n J
e

n n+ n L1 n(n+e+n+1

n

n(n+le+n
Or nntl)e+n+1>n(n+1)e+n etdor‘.c( )e
n(n+)e+n+1

n(n+l)e+n
n(n+)e+n+1

Donc : In( j <0 etdonc (y est décroissante.
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1 1
Vo-h=Inje+=-1+=
n n

lim 1 =0 donc limv,-u, =In(e)-1=1-1=0

n - +oo n n - +oo
Donc quand a = e les suiteg)(et (w) sont adjacentes. Or on a vu que €i a (u,) et (w) n’ont pas la méme
limite et ne peuvent donc pas étre adjacentes, aene est la seule valeur pour laquelle les spiesent

étre adjacentes.

Exercice 3
y 2
40
5 3 2
2 (5)so) (10
2N10) {10
3 4
23
4) e’ -e¥
Exercice 4
1)
a) a’-da= (1+iV/3)? - 4(1+iy3)=1+2i/3-3-4-4i/3= -6-2i4/3
20 -8= 2(1-i/3)-8=2-2iv/3-8=-6-2i/3
Donc a®-4a =2a-8
b) |a|=‘1+i\/§‘=x/1+3=\/z=2 Donc OB =2 donc OB =OA donc B est Sur
‘E"=|a|=2 Donc OC =2 donc OC = OA donc C est&ur
2)
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b) z, =2€"

z, = €3 x2e = Z(%HﬁJe‘g = (1+i,/3) = ae’

2
3)
a) ZF:ZB+ZD:0'+2€|5:0'+ei9
2 2 2
ae’ +a
b) z. =
) Zg >
ae’+a_, - _
z.-2_ 2 _ae’+a-4 o 7- _a’-4a
_n ] - io _ -
Ze =2 O . jo_o, a+2e"-4 2
2
a6+ (a? - 4ar) - |
vone 2672 - 2 _20€°+a’-4a _a(2e’+a-4) _a
z. -2 a+2e-4 20 +4€% -8 2026 +a-4) 2
-2 a
% =E et ‘£‘=u=z=1 donc E:1 et donc AG = AF
z. —2| AF 2 2 2 AF
z,-2)  — —— T
ar{Z j—(AF,AG) or ar%—j:arg(a):—+k2n
-

Donc (Ké, ﬁf) = % + k27T et comme AG = AF , AFG est équilatéral.
4) f(-m =4-3cosEn)+ \/§sin(—rr) =4+3=7

f(—7—67) = 4—3cos(—7—67) +J§sin(—’-§) = 4—3x§+\/§(—3 = 4—? =4-2y3

f(s_ﬂ) :4_SCOSE) +\/§sin(5—”) =4+3x£+\/§(ij :4+£ :4+2\/§
6 6 6 2 2 2
f (77) = 4-3cos@a) +/3sin(m) = 4-3(-1) = 7

- 7l
Donc f est minimale pour x=- 5 sur [— 77;72]

7l
Or AF’ =f(8) donc AF* minimale pour O = - E

s

_if
Donc il existe une positionde D: z, = 2e 6 pour laquelle AF est minimale.
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Exercice 4 (spécialité)

1)

a) —Z_A+2 =-1+2=1=g¢

~z,+2=-(1-iV/3)+2=1+i/3=z,
b) T est une similitude indirecte admettant deux imvariants, c’est donc la réflexion d’axeCp
c) L’image d’un cercle par une réflexion est un ceddanéme rayon et de centre I'image du centre.

Donc I'image deG par T est le cercle de centre T(O) = O’ d’affixe,. = —Z +2=2 etderayon1

2)
a)
) 124 =OM _1_1 ot ard 22| =(oM:0M") = Z (modulo 2)
z oM 1 z 3
Donc L e® donc Z-2=e®z donc Z=e3z+2
z
C) raune écriture complexe du type z' = a z + Bestadonc une similitude directe
7l
de rapport |aj =1 dangle arg(a) =§ et de centre le point dont I'affixe est solutois
i +i .
z=e3%z+2 o z= 2”: 2 = 2 = 4 :4(1 I\/5’):1+|\/§
K 1 .43 1 .43 1-iy3
1-e 1-—1— ——1—
2 2 2 2
Donc de centr€. r est donc la rotation de cenfeeet d’angle g
Z+z z+eigz+2 1+eig 1+;+i\/2§ 3+i4/3
3) z= = = z+1l=—"=—-=17z+1= z+1
2 2 2 2 4
+i +i
Donc z -1= 3 ‘Il\/éz donc |z,-1 = 3 Alr\/é x|2

[3+iv3|_\8+3_Vi2_23_43

4| 4 4 4 2

Comme M est sut, [ =1 donc |z, -1

/3

Donc AM =— donc M décrit le cercle de centre A et de raye«zﬁ
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