LES NOMBRES COMPLEXES :

PARTIE 1 : CALCULS ET INTERPRETATIONS GRAPHIQUES
Terminales S, Enseignement Obligatoire

- Introduction

1) Approche numérique : Extension del’ensemble des réels

Dans O, une équation du"2degré dont leA est négatif n'a pas de solution. Nous inventormredte nouveaux
nombres, les complexes, pour que de telles éqsadi@mt des solutions.

Ces nombres sont de la forme z = x + iy ou x aint gles réels et ou i est un nombre imaginairgueliz = -1
(voir Il pour la résolution de telles équations)

2) Approche géométrique
L’ensemble des réels peut étre représenté par une droite. De mémeddsdimble des complexes, peut étre

représenté par un plan rapporté a un repére onthen(®, u, v) dont I'axe des abscisses @st la droite des

réels et dont I'axe des ordonnées st la droite des « imaginaires purs » c'est@idg nombres de la forme
iyouir=-1letyl [
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[l- Définitions et régles de calcul

1) Propriétés Les opérations del , addition, soustraction, multiplication, ont leémme propriétés dans
C que dang] :

(x+iy) + (X +iy)=(X+x)+i(y+y)

(x+iy) - (X' +iy') = (x - X) +i(y-y)

(X +iy) . (X +iy) = XX +ixy +iXy +i%yy =xx' —yy' +i(xy' + Xy)

2)  Définitions:
Soit z = x + iy un nombre complexe avec X , yO [J
* X = partie réelle de z = Re(2)
* y = partie imaginaire de z = Im(z)
« le conjugué de z, notg, est le complexe tel que = x — iy
a) sixol, X =X
b) siyaoO, iy =-iy, en particulieri_ = -
C) zz = (X +iy)(X —iy) = X2 - iXy + iXy — i2y2 = x2 {-1) y2 = X2 + y2
donc z =x2+y20 07
d) z=z2
* Quand on écrit un complexe z sous la forme z Fyon dit que z est sous sa forme algébrique
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3)  Propriétés Soit 21 C etz son conjugué
e z+2z2=2Re(z)cestunréel. zz=2ilm(z) c’estunimaginaire pur.
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4)  Division par un nombre complexe :
Pour mettre sous forme algébrique la division dexdeombres complexes, on multiplie en haut et enplaat le

conjugué du dénominateur.

En effet :
Xty _ (X+iy)(xy') x>(+yy+2|(x - Xy) _ x>2(+y}£ +iZ Y XX qui est bien une forme algébrique.
Xy (XHy)(X=iy") X“+y' XTHyT X4y

5)  Equations du second degré % a2z + c = 0

PosonsA = I — 4ac avea, b et ¢ réels
« On sait déja que 4z bz + ¢ = 0 admet 1 ou 2 solutions réelles quanest positif ou nul.
« Si A estnégatif &+ bz + ¢ = 0 admet deux solutions complexes cardes:

_-b+ify — -b-ial
- 2a 2a

etzzzz1 =

Z

[1- Interprétations Géométriques

1) Forme algébrique : Coordonnées cartésiennes.
Nous avons vu que nous pouvions représenter un neocoimplexe dans un plan rapporté a un repére

orthonormal (O,G : \7). Le nombre complexe z = x + i y est alors repmésear le point de coordonnées (x;y).
Nous avons donc dans (6, \7), les mémes propriétés que dans le plan affing §0,ou que dans le plan
vectoriel (0,5, ])
= Donc a tout complexe z = x +iy nous pouvons assdeipoint M(X ; y)
On dit que z est l'affixele M

= De méme si z est I'affixe de A et z l'affixe de B on dira que l'affixe deAB est Z, -2,.

2) Coordonnées polaires, module et argument
Soit M le point d’affixe z = x +iy,

« Ladistance OM 5/x* +y* (puisque nous sommes dans un repére orthonormé).
Nous appellerons module de z, n{ﬁ]é ce nombre
4=y
Remarques
o |42=z2z
o |400°

e L'angle (G : O—M) orienté est appelé Argument de z, noté arg(z)
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* Enrésumé, si un nombre complexe z est I'affixdde
- Si z = x +iy est sa forme algébrique, x et ytdea coordonnées cartésiennes de M

- et|7, arg(z) sont les coordonnées polaires de M.
Nous pouvons donc remarquer (en faisant référamce@rdonnées polaires) que si
zZ=x+iy,x=|7 cosArg(2)] ety =\ sin[Arg(2)]

AR

«  Définition. : On peut donc écrire : z|g(cosd + i singd) avecd = arg(z)
Ceci est appeli&a forme trigonométriquéele z

e Propriétés du module
|24 =4 x |7

. 7.4 siz’ 20
zl 7]
= 2" =7

© ferd <[4+
- [2=I

4= 22

* Propriétés de I'argument
= Arg(zz’) = Arg(z) + Arg(z)) [277]
- Arg (Ej = Arg(z) - Arg(z) [271]
z

* Arg(z") =nArg(z) [277]

= Arg(z) = - Arg(z)
= Arg(-z) =1 + Arg(z)

» Remarque Arg(z") = n Arg(z) [272] est une conséquence directe de la
Formule de Moivre (cosd +isind)" =cos(n?) +isin ()
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